ZROZUMIEC GWIAZDY

czyli astrofizyka licealna
Wstep

Jest wiele powoddéw, by stdrasic zrozumi€ gwiazdy Kkorzystajc wylacznie z
matematyki i fizyki licealnej. Astrofizyka jesh tczescia fizyki, ktora czsto najbardziej
interesuje dzieci i mtodzie Splatag sic w niej — i to w fascynuacy sposob - wszystkie dziaty
fizyki. Jednak podstawowe i najbardziej atrakcypagadnienia astrofizyczne gbyt trudne,
by omawi& je na poziomie precyzji poréwnywalnym z innymiaami fizyki. Wobec tego
nauczyciele stajprzed trudnym wyborem: ,machackami” snupc opowidci o gwiazdach
czy tez moze pomij& te zagadnienia ,z braku czasu”. Celem tego artykest wskazanie
alternatywy. Okazuje sj ze z fascynuyjco pkknego zycia gwiazd mena bardzo wiele
zrozumieé tylko na podstawie fizyki licealnegédnych catlek i pochodnych!) i nie popéada
przy tym w styl opowiastek o kosmosie.

Niniejsza praca powstata w ramach programu HANDS ONIVERSE i byta pisana
giébwnie z myla o nauczycielach fizyki, dlatego Zenie & w niej wyjaniane pogcia
wykraczajce poza fizyk szkolra. Jednak autor ma nadzigpge pongsze rozwaania lgda
zrozumiate dla o0sob zngych matematyk i fizyke na poziomie szkotgredniej i przy tym
Zywo interesujcych sg¢ astrofizyk.

Gwiazdy ciggu gtdwnego

Sprobujmy skonstruowanajprostszy model gwiazdyagu gtdwnego i zobaczy co z
niego wynika. Zaktadamy,e gwiazda jest ogromrkula gazows w stanie rownowagi. Wobec
tego chzenie dziatajce na kada cienky warstwe musi by zrownowaone przez ranice
cisnien. Ja&li rozwazymy warstwe 0 jednostkowe] powierzchni i grubm AR (rys.l1), to
stosujc | zasad dynamiki otrzymamy tzw. warunek rownowagi hydrogtanej:

Ap=gpAR (1)
gdzie g to przyspieszenie grawitacyjne w danym soigjgwiazdy,p gestas¢ gazu w tym
miejscu, a p to énienie. Przez die R oznaczymy promiegwiazdy. Sprobujmy dokoida
kilku prostych oszacowa Niech p oznacza @iienie wsrodku gwiazdy. Na ,powierzchni”
gwiazdy cénienie mana praktycznie przyf za réwne zeru. Wobec tego opuszgeagnaki
przyrostu w rownaniu (1) otrzymamy jdkiredni gradient énienia w gwiedzie:
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Np. dla Staéica otrzymujemy z tych wzoréw
p=3.10*Pa i p=1,5tona/m

Cisnienie wsrodku Staica wynosi wedtug standartowego modeluiin4-18° Pa.
Z réwnania Clapeyrona mamy
_HP
Pkt
gdziep —srednia masa @steczki gazu, T — temperatura, a k — stata Bolteraa
Podstawiajc tu wzory na p (4) i np (3) uzyskujemy tatwo
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Dla Staica obliczamy z tego wzoru T ~ 1B. Trzeba pamita¢, ze oszacowane w ten sposéb
temperatura i énienie mag charakter warti srednich czy teé charakterystycznych dla
wnetrza gwiazdy. Dla poréwnania rzeczywista tempeeatmgrodku Staica wynosi 1,5 - 10
kelwinow (wedtug modelu standardowego).

Z ostatniego wzoru uzyskujemy zatesé¢

T R~M (5)

To bardzo wane: iloczyn $redniej)” temperatury i promienia gwiazdy jest wpgros
proporcjonalny do jej masy!¢lciekawy zaleznos¢ mazna jeszcze pggiej otrzyma stosuac
twierdzenie o wiriale. Przedstawmy je w najluszym skrécie: jdi konfiguracja ma b§
stabilna, catkowita energia kinetyczna asteczek musi hy tego samego edu co
grawitacyjna (dokfadnie: grawitacyjna musi¢bgo do modutu 2 razy wksza). Tak jest
zreszy dla orbit kotowych. Twierdzenie o wiriale mma fatwo pai¢ intuicyjnie. Jéli
bowiem energia kinetyczna gzi ukiadu kedzie zbyt mata, to nagii kolaps. Jd€i bedzie
zbyt dwa, to czsci sie po prostu rozbiegnw przestrzeni. Poniewacatkowita energia
kinetyczna czsteczek gwiazdy jest proporcjonalna do jej magmpgeratury, a grawitacyjna
proporcjonalna do kwadratu masy i odwrotnie profmoralna do promienia, zatem

T-M ~ MR
i oczywiscie otrzymujemy réwnanie (5).

Zauwamy, ze z warunku réwnowagi hydrostatycznej w ogodle nignika, ze w
gwiezdzie musi by jakis gradient temperatury. W istocie mogtyby istnizotermiczne kule
gazowe, gdyby nie tracity energii na promieniowadednak gwiazdy rzeczywiste ¢nerge
trac, i to w duwych ilosciach. Rozszerzmy zatem nasz §oiotki model o dodatkowe
zatlazenia. Przyjmijmy, ze w centralnym stosunkowo niewielkimadyze gwiazdy jest
wytwarzana energia (jejrodio jest w naszym modelu nieistotne). Ta energisi zosta
przeniesiona przez cate wiree gwiazdy i do tego wdaie niezledne g rdznice temperatur.
Zaltzmy, ze transport energii odbywagsna drodze promienistej. Sprobujmy zrozuéniea
czym ten transport polega. Rozpatrzmy dwie ciemlaestwy o jednostkowym polu podstawy
i grubasci AR i rozniace s¢ temperatug o AT (rys. 2). Zaléamy dodatkowoze obie warstwy
pochtaniag i promieniup jak cialo doskonale czarne. Wobec tego etgma warstwa
promieniuje wecej i przez granicobu warstw przeptywa strunfiggromieniowania

L = o(T+AT) —oT*
Oczywiscie wykorzystabmy prawo Stefana-Boltzmannasliéenteresup nas tylko zalenosci
miedzy parametrami, to miemy opuszcza w dalszym cigu wszelkie wspotczynniki
liczbowe. Ma:emy zatem dla catej warstwy o powierzchnRdnapisa:
L ~ RY(T+ AT)*- T ~ R*T3AT  (6)
Wykonujac dziatania w nawiasach zostawly tylko czion z pierwsg pokga AT, bo
rozwazamy cienkie warstwy, a wt i AT musi by mate. Jednak, wbrew pozorom, warstwy
nie mog by¢ w tym rozumowaniu zbyt cienkie, bo nieda sic zachowywa jak ciata czarne!
Optymalna grub&@ warstwy to najmniejsza taka, przy ktorej warstwatgania (prawie) cate
promieniowanie. Okréda ja zaleznos¢
xpAR=1 (7)
gdzie xy to wspotczynnik pochtaniania oldteny jako stosunek energii promieniowania
pochtanianej przez jednostkewbijetos¢ gazu o jednostkoweggtasci do energii padagej .
J&li jedynke ze wzoru (7) podstawimy jako mianownik do prawepisy zaleénosici (6), to
otrzymamy
R*T® AT
Ny (8)
v AR
Teraz wida, ze moglimy rOownie dobrze napiéapo prawej stronie réwnania (7) np. 10
zamiast 1, bo w zateaosci (8) i tak pomijamy wspotczynniki liczbowe. Zaleosé (8) to nic
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innego jak znane w astrofizyce rownanie transpopremienistego (w przybieniu
dyfuzyjnym) z wszystkimi parametrami na ¥davych miejscach, lecz bez wspétczynnikow
liczbowych.

| znow sprébujmy podstawi,globalny” gradient temperatury do zatexci (8). Jali
wstawimy take wzér na gstas¢ (3), to otrzymamy zafosé

T'R*OL M
J&li uwzglednimy zalenos¢ (5), to otrzymamy pkny i wazny wzor

LOM®  (9)
Poniewa czaszycia gwiazdy na agu gtownym jest wprost proporcjonalny dosito paliwa
czyli do jej] masy, a odwrotnie proporcjonalny dg p@ocy promieniowania, zatem
uwzgkdniajc (9) mamy

tOM?  (10)

Wyktadnik ,rzeczywisty” otrzymany przez autora zngah zawartych w tabeli na stronie 339
znakomite] ksizki Kubiaka [1] w zalenosci (9) wynosi 3,6 , a w (10) -2,4. slie
przypomnijmy sobie niewiarygodnie ,prostackie” zadaia poczynione waej, to wynik
nalezy uzna& za zadziwiajco dobry!

To jednak nie koniec. Przyjrzyjmy ¢siteraz ,powierzchni” czy raczej fotosferze
gwiazdy. J&li ma ona temperatarefektywry, Te i powierzchné 4nR?, to pamétajac o prawie
Stefana-Boltzmanna niemy na moc promieniowania gwiazdy napipaniszy zaleznosé

LOTSR?  (11)

Trzeba podkrdi¢, ze temperatura T wygbujaca powyej ma sens pewngjedniej czy te
charakterystycznej temperatury gtrza gwiazdy i bynajmniej nie jest réwna .TJednak dla
gwiazd cagu gtdwnego megna zalayé, ze obie temperatury as do siebie wprost
proporcjonalne (to zak@nie, ché naturalne, wcale nie jest trywialne i autorowi gdad nie
udatlo s¢ go pokazd w ramach fizyki szkolnej). Wobec tego wedzie w naszych
zaleznosciach maemy zamiennie wstawtaTe za T i odwrotnie. Zatem z (11), (9) i (5)
wynika, ze

M3 OL OT?R*T? OM?T?

czyli
M OT?
Teraz maemy napisékilka niezwykle interesagych zalénaosci
T.OM®®  [0,5] (12a)
ROM*  [0,7] (12b)
p OM?? (12¢)
LOTS [6,7] (12d)

W nawiasach kwadratowych podane zostaly wykladpikeczywiste” uzyskane z danych z
pozyciji [1]. Doktadné¢ wzordow (12) jest wycz poraajaca, jéli uzmystowic sobie niezwykle
prymitywny sposob rozumowania, ktory do tych wynikdoprowadzit. Ostatnia zaleos¢
jest niczym innym jak teoretycznym uzasadnieniemebpiegu linii cagu gtdwnego na
diagramie Hertzsprunga-Russellakld®graniczy sic do gwiazd aizszych od Staca, to
wyktadnik jest rowny 6,1 !! Takie ograniczenie maasadnienie, poniewaw gwiazdach
lekkich konwekcja, ktér pomirglismy w naszym modelu, zaczyna §ratotra role w
transporcie energii. Imzéjsza gwiazda, tym bardziej konwekcyjne jest jejetnae
(konsekwentnie nie zajmujemyesjadrem). Wobec tego w tych gwiazdach temperatura
fotosfery edzie wyzsza nk wynikajaca z naszego modelu promienistego (dodatkowy sposéb
transportu energii), a @t przesua sie one na lewo od teoretycznej liniiagu gtébwnego
wieku zero. Tak tejest w istocie!

Na kaicu zwr&my uwag, ze z naszego modelu wynika; wszystkie wielkéci
wazne dla gwiazdy i jepycia wyznacza tylko jeden parametr — jej masa. Rmsna po cichu
zakladalimy dotd, ze sktad chemiczny gwiazd jest taki sam. Ciekaigewiele wielkadci



charakterystycznych dla gwiazdy praktycznie nieezabd jej masy czyli ¢ takie same dla
prawie wszystkich gwiazd qgu gtdbwnego (oczywcie w granicach dokfadkoi naszego
modelu). Do wielkéci tych nalea: cisnienie, gradient temperatury, przyspieszenie
grawitacyjne. Oczywcie chodzi, jak caly czas, o wiek® srednie czy te
charakterystyczne.

Niestety, powyszego modelu nie moa zastosowado opisu innych typow gwiazd
(np. olbrzyméw) z powodu ich bardziej zemej budowy wewetrznej.

Biate karly

W biatych kartach réwnanie rownowagi hydrostatygz{ig oczywicie obowazuije, ale
jest to ju cisnienie gazu zdegenerowanego z powodizyda gestasci. Elektrony, protony i
neutrony g fermionami tzn. obowzuje je tzw. zakaz Pauliego: w jednym staniezenek
~pomiesci¢” tylko jedna castka. Podstawoavtrudnacia fizyki licealnej jest wyprowadzenie
rownania stanu gazu zdegenerowanego. Nags§ziezmana to zroht bardzo prosto, o ile
pominie s¢ wspotczynniki liczbowe.

Rozwamy jednostkowy szeian wypetniony gazem fermionowym o takzeyigestasci i
matej temperaturzese zakaz Pauliego odgrywa decyghdj role. Czstki wypetniaj wtedy
wszystkie maliwe stany energetycznez alo pewnego ¢@lu p- zwanego pdem Fermiego.
Stany o0 pdzie wkkszym od p sa niezagte (Scisle mowic jest tak tylko w zerowej
temperaturze). Jaki jestg Fermiego w naszym pudle sliejest tam N castek? Poniewa
,Zajete” 3 wszystkie dosjppne wartéci pecdow od 0 do p a & 3 niezalene osie pdow, wigc

N Ope’ (13)

Chcemy wiedzié, od czego zalg/ cisnienie gazu zdegenerowanego. Wyahrg
zatem sobieze jedna zeicianek naszego s#@anu jest ttokiem i przesuwamy go Ax
sciskapc gaz (rys. 3). Musimy przy tym dzigl@ewny sita F, wicc zasadne jest pytanie, na co
,p0szia” wykonana przez nas praca. OcZyid zostata ziyta na przyrost energii ggtek. Te
ktore byly w obgtosci 1Ax, przeszty do pozostatej €i szécianu. Ale tam wszystkie stany
ponizej pedu Fermiego byly ja zagte! Wobec tego wszystkie one po ruchu ttokaanpap pr
(scislej méwiac ich xd jest zawarty w przedziale {ppe+Ap])! Poniewa wczeniej miaty
srednio energi yOpe?/(2u), gdzie v jest liczlp z przedziatu (0,1), wt $rednio kada z nich
uzyskata energi (1-y)Ope?/(2u). Zatem wzér na pracmozemy przeksztaléi nastpujaco
pamktajac, ze ,przesunitych” czasteczek jest Nx, i ze pomijamy wspétczynniki liczbowe:

2
W = pAx = AE DNAxd;LILL

Czyli uwzgkdniajac wzor (13) maemy napiséa
N5/3

p U

Zwroémy uwag, ze cknienie jest odwrotnie proporcjonalne do masysteczki. Zatem to nie
.,masywne” protony, ale leciutkie elektrony powstraya ogromm grawitacg biatych
kartow! Najbardziej dla nas istotne jest tae cknienie zdegenerowanego gazu
nierelatywistycznego jest wprost proporcjonalnegeistaici w potdze 5/3.

pOp™* (14)

Przy ogromnych gptaéciach gd Fermiego staje sitak dwy, iz trzeba stosowa
relatywistyczny wzor na energikinetyczry, i tylko to zmienia € w powyzszych
rozwazaniach. Odnotujmy zateme w przypadku skrajnie relatywistycznym

p L peN
Zatem w przypadku skrajnie relatywistycznyninienie jest proporcjonalne degjasci gazu
w potkdze 4/3
pOp** (15)
Zwroémy jeszcze uwagna to,ze cknienie gazu zdegenerowanego praktycznie niezyald
temperatury (oczywcie tylko przy odpowiednio niskich temperaturach).



Mozemy teraz zastosowazaleznos¢ (14) do biatych kartbw. Przypomnijmye ze

zZwiazku (4) mamy
pOM?R*

Poréwnujc to z (14) i podstawiag wzér na gstas¢ (3) otrzymujemy natychmiast

ROMY  (16)
I podstawiagc to do (3)

p OM? (17)
Z tych zwhzkow wyptywap wazne wnioski. Ota wraz ze wzrostem masy biatego karta jego
promien maleje! Oznacza tage silnie r@nie jego g@stas¢. Nie wynika z tych zaleoici zadna
sytuacja graniczna. Trzeba jednak pgadi, ze przy wzrdcie gestasci rosnie ped Fermiego
(13) i najpierw elektrony, a potem nukleony stsig relatywistyczne.

Rozwamy wiec przypadek skrajnie relatywistyczny. Przypomnijmsobie
Lusredniony” warunek réwnowagi hydrostatycznej (2). padstawieniu do prawej strony
zwiazkoéw (3), a do lewej (15) otrzymujemy

M#R°OM?R®  (18)
Teraz zauwzamy pojawienie si czegd dziwnego. Faktycznie, zaeos¢ od promienia si
upraszcza i zostaje jaki,wzOr’ na mas. Zeby rozjani¢ sens tej zabaosci, musimy
~przypomni&” sobie wspotczynniki liczbowe, ktére do tej porgrisekwentnie pomijaimy.
Wobec tego zapiszmy zyaek (18) bardziej precyzyjnie:
M 4/3 M 2
®r R B
gdzie a jest pewgnieznam nam liczla. Wobec tego po uproszczeniu
M = a2 (20)
Czyzby réwnowaga w przypadku skrajnie relatywistyczniggla mazliwa wytacznie przy
jednej wartéci masy gwiazdy? W naszym prymitywnym modelu ta&czzwecie jest, ale
ostraznie z wnioskami! Przyjrzyjmy sijeszcze raz zwezkowi (19). Czton po lewej stronie
pochodzi od gradientu &iienia gazu, a po prawej — od grawitacjisliJgradient cénienia
gazu bytby wekszy od sity cizenia warstwy o jednostkowym polu podstawy, to #pakiby
,fozdecie” gwiazdy i zmniejszenie gradientd do zrownowaenia s¢ obu sit (przy spadku
gestasci czastki statyby st nierelatywistyczne). 38 natomiast wgksze jest cizenie, nasipi
kolaps grawitacyjny. Przy masie ekszej ni wynikajacej z warunku (20) prawa strona
rownania (19) jest zawsze eisza od lewej. To znaczye grawitacja jest zawsze giksza od
gradientu dinienia. Krotko mowdc: biaty karzetl o masie wkszej nz wyrazonej wzorem
(20) istni¢ nie mae! W ten sposob otrzymamy stynrma granie Chandrasekhara. W
doktadniejszych obliczeniach otrzymuje sastpujacy wynik
Mc=1,44 Ms

a

gdzie Ms to masa Shica.

| zndw, podobnie jak w przypadku gwiazdgu gidbwnego, nasz prymitywny model
przy wszystkich swoich uproszczeniach daje niezZbyam podstawowych zaleosci w
swiecie biatych kartow.

Czarne dziury

Czarne dziury budgz ogromne zainteresowanie dzieci i miodgieNiestety — ogolna
teoria wzgtdndasci jest stanowczo zbyt trudna, by ama g byto ch@&by w bardzo okrojonej
wersji przedstawia w szkole. Nauczycielom pozostaje tylko ,opowia@ddnd czarnych
dziurach beZcistego rozumowania i bez jakichkolwiek rozwaa ilosciowych.

Jednak chyba jest ramina alternatywa. Nazwijmy jroboczo ,,newtonowskim” modelem
czarnych dziur [2]. W tym modelu zaktadamy znajétnowyktej newtonowskiej grawitacji i
podstawowych wiasrici fotonu, czyli tego, co jest w szkolnych programafizyki.
Zobaczmy, co mma z pomog takiego modelu zrobi




Zadajmy pytanie: jak mag i jaki promien musiatby mié kulisty obiekt o tak silnej
grawitacji, zeby nie mogto go opgi¢ nawetswiatto (foton)? Zaktadamy przy tym i w catym
naszym modeluze foton oddziatuje grawitacyjnie tak samo jak irmzgstki. Warunkiem na
L2uwiezienie” swiatta jest, by energia kinetyczna fotonu byta nsra od grawitacyjnej.
Sytuacg graniczm opisuje wéc réwnanie:

mM
mc® = G? (21)

gdzie m to relatywistyczna masa fotonuadStnazemy napisé& warunek na promieczarnej
dziury czyli tzw. promié grawitacyjny

GM
Ry="22 (22)

g

Z tego wzoru wynikaze teoretycznie czasindziura mogtoby by cialo o dowolnej masie,
byleby jego promig byt zgodny z powsszym warunkiem. Oczywiste jest terae, zadna
czastka nie mee oddalk sie od czarnej dziury do nieskozondci. Zeby opisa inm
fascynujca wilasn@é czarnych dziur, rozwany nas¢pujaca sytuacg. Oto z miejsca o
potencjale grawitacyjnymb wysytany jest foton sviatto o czstotliwosci v). Foton ten
dociera do odlegtego miejsca, gdzie potencjat geyjny jest ju praktycznie réwny zeru
(to zata@enie nie jest konieczne, ale trechpraszcza rachunki). Stosajzasad zachowania
energii m@na napisé

hv+ m® = hvg (23)
gdzie h to stata Plancka. Widzimxe odlegty obserwator odbiergeviatto o innej, mniejszej
czestotliwasci (vo) niz zostato wystane. Jest to tzw. grawitacyjne pocEamignieswiatta.
J&li wstawimy do (23) wzdr na maselatywistyczia fotonu

E hv
to otrzymamy
()]
Vo = v(L+ ?) (24)

Pametajac, ze okres drga T jest odwrotnie proporcjonalny do ¢stotliwosci, mazemy
przeksztatai ten wzor do postaci

D
T=T, (1+?)

Powyzszy wzor mowi namze gdy medzy wystaniem dwoch grzbietow fali uptywa czasd, t
w miejscu odebrania tych grzbietéw uptywa inny cZas W ten sposéb m@my sé
przekona, iz pole grawitacyjne spowalnia bieg czasu wedtug wzor

D
t=t,(+ ?) (25)

Mamy t < ¢, poniewa @ jest ujemne. Im silniejsze poleagenia (im wgksza warté¢
bezwzgédna®), tym mniejszy jest czas t w porownanizWzor (25) uzyskuje sitakze w
0ogolnej teorii wzgidnosci w przyblzeniu stabych pél. W ramach naszego modelu
newtonowskiego nie musiéthy wcale zaktadg ze pola § stabe. Zastosujmy zatem wzoér
(25) do powierzchni czyli tzw. horyzontu czarnejiuwty. Na horyzoncie potencjat
grawitacyjny wynosi

o="SM__¢

Rg

Po podstawieniu tego do wzoru (25) uzyskujemy fasggy wynik! Gdy zblizamy seé do
horyzontu, czas taty do zera przy ustalonyny t! Lub - co na jedno wychodzi — czas
mierzony w odlegltym miejscuady do nieskaczongci przy ustalonym, chiby najkrotszym
czasie w pob#iu horyzontu!



Czy oznacza toze dla astronauty spadaggo na czamndziur czas ptynie coraz
wolniej zastygajc a do zera przy przegtiu horyzontu? Tak, ale tylko w poréwnaniu do
czasu dalekiego obserwatora. Sam astronauta gpasl@apbodnie nie zauvgby zadnego
zaktécenia w przeptywie czasu. Czy w takim razredawno rozszarpany przez ogromne sity
ptywowe czarnej dziury astronautadzie jww do kaca swiata widoczny? Przecie gdy u
niego mija, powiedzmy, sekunda, u nas na Ziemimgigad milion lat! Niestety, albo i na
szczscie, z tych samych powodéw, dla ktérych spowalmi@jsbieg czasswiatto ma coraz
wieksze kilopoty z dotarciem od astronauty do nas. Bkaé znika on bardzo szybko z
naszego pola widzenia. Jednak w ostatnim momemezedprzegiciem horyzontu astronauta
teoretycznie mze zobaczy cab przyszig¢ Wszeckwiata [3], bowiemswiatto z catego
Kosmosu dociera do niego bez przeszkod. Efekt sjmeroa czasuado zera na horyzoncie
wynika z ogolnej teorii wzgdncdsci i doprawdy dziwne jestze nasz tak prostyze &
prostacki, model potrafi to odtwor&y

S jednak pewne koszty, ktore trzeba zamtadilodel newtonowski nieprawidiowo
opisuje najbardziej intrygage cechy czarnych dziur i @ tez wprowadza w bilad. Np. w
ramach tego modelu gzteczki mog wyskakiwa z wretrza czarnej dziury ponad horyzont,
chac musz spaé¢ z powrotem. W prawdziwych czarnych dziurach hongzanazna
przekracza tylko w jedry strore. Nawet nasz wzoOr na promiiegrawitacyjny (22) jest
nieprawdziwy. Prawidtowy, wynikagy z o0golnej teorii wzgdnasci wzér wyghda
nastpujaco:

2GM
g= CZ (26)
Jak wid&, rézni sie od newtonowskiego tylko dwdgk Dos¢ czesto rdzni autorzy
prébup zaleznosé (26) ,wyprowadzé” z popularnego wzoru na dra@redkos¢ kosmiczn:

[2GM
Vi = "R (27)

Rzeczywicie, j&li przyja¢, ze druga pgdkos¢ kosmiczna na horyzoncie czarnej
dziury ma wynosi ¢, to ze wzoru (27) natychmiast wynika rowéo(26). Jednak to
postpowanie nie jest fair. Przecie zeby wyprowadzi wzor (27), trzeba ay¢
newtonowskiego wzoru na enefgkinetyczry, a to z pewngia nie jest dozwolone dla
predkosci swiatta, co kady uczé wiedzig€ powinien! Poza tym, w przeciwistwie do
okreslenia (22), z rownania (27) nie dagsw ramach fizyki szkolnej wyggna¢ tak
interesujcych konsekwenciji.

Umigjetnos¢ konstruowania modeli na podstawie posiadanej wiadeyciagania z
nich interesujcych wnioskéw jest — zdaniem autora — znacznigwegszym celem nauczania
niz samo wyuczenie siwtasciwych wzoréw, jéli nic z nich ciekawego dla ucznia nie
wynika.

Trudno te unikmé poréwnania newtonowskiego modelu czarnych dziamadelem
atomu Bohra. Oba opisujtylko pewne aspekty zagadnjektére opisa cha, i oba daj
falszywy obraz wielu innych aspektéw tych zagafinilednak — zdaniem autora — opisany
wyzej model ma nad modelem Bohra przynajmniej gedypdaktyczia przewag. Po prostu
nie jest sprzeczny z jyposiadan przez uczniéw wiedg

R
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